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DIFERENCIJABILNOST FUNKCIJA

Definicija 1 Neka je funkcija [ definisana na otvorenom skupu E C R™.  Funkcija f je
diferenijabilna u tacki x € E ako postoji linearna funkcija

L(z,h) = Lihy, h=(h1,....h,), {Li}\-y CR,
i=1

tako da prirastaj Af(x,h) funkcije f w tacki x mozZemo prikazati kao

(1) Af(x,h) = f(x+h) = f(z) = Lz, h) +o([|Al]), (Al — 0.

Funkcija L(z, h) = Z L;h; je diferencijal funkcije f u tacki x koji se oznacava sa df ().
i=1

e Zamenom h; sa dw;, i = 1,n, diferencijal funkcije f najéesée predstavljamo u obliku

df(x) =Y Lidw; = Lydzy + ... + Lydzy.
=1

e Iz (1)) zakljucujemo da je funkcija f je diferencijabilna u tacki x € E ako i samo ako postoji
linearna funkcija L(z, h) tako da je

Af(x,h) — L(z, h)

(2) }ILIL% 7 =0 odnosno
(4) }llig%s(a:,h) = 0.

e Funkcija € nije definisana za h = 0. Definisimo funkciju
(5) a(x, h) = ez, h) - ||h]-

Lema 1 Uslovi (ED ) ekvivalnetni su sa
(6) afz, h) = Z;si(x, h)-hi, ez h) =0, i=Tn.

Stav 1 Ako je funkcija f diferencijabilna u nekoj tacki xo otvorenog skupa E C R™, onda je ona
neprekidna u toj tacki.
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funkcija f je L .
diferencijabilna u tacki x funkcija f je neprekidna
u tacki x

Stav 2 Neka je funkcija f diferencijabilna u nekoj tacki x otvorenog skupa E C R"™. Tada za
svaki vektor @ = (a1,az, ...,a,) # 0 postoji fo(x). Stavise, za svako i = 1,n postoje parcijalni

1zvods odnosno

it pri tome je L; =

df () = L(z,a) Z

6@ i

Posledica 1 Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki x, onda je diferencijal te funkcije
jednoznacno odreden u toj tacki i vazi

gde je a =# 0 proizvoljan vektor.

~ funkcijafje postoji  fL(x
diferencijabilna u tacki x svakl vektor
q = (ay,az, ...,a,) #0

& Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki z, onda je diferencijal te funkcije f u tacki x
odreden sa

of (z) L 9f(@)
Z 8%1 T, = 0z, dxy + .. axn ———dx,,.

Teorema 1 Neka je funkcija f definisana na otvorenom skupu E C R™. Ako funkcija f ima
parcijalne izvode u nekoj okolini tacke x € E i ako su oni neprekidne funkcije u toj tacki, onda je
funkcija f diferencijabilna u tacki x.

Posledica 2 Ako funkcija f definisana na otvorenom skupu E C R™ ima neprekidne parcijalne
1zvode na skupu E, onda je ona neprekidna na tom skupu.

Definicija 2 Za funkciju f kaZemo da je neprekidno diferencijabilna na skupu F ako u
svim tackama skupa E ima neprekidne parcijalne izvode.

Skup svih neprekidno diferencijabilnih funkcija na skupu E oznacavamo sa C'(E). Ocigledno

vazi CH(E) C C(E).
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Teorema 2 (1ZvOD SLOZENE FUNKCWJE) Neka je funkcija [ : E — R diferencijabilna u tacki
zo = (29, ...,2%) € intE C R™. Ako za funkciju g = (g1, ..., gn) : (to—€,to+€) — E, pri cemu je

gi(to) = 2V, i = 1,n, postoji g.(to) za svako i = 1,n, tada sloZena funkcija h(t) = f(g(t)) ima
1zvod u tacki ty 1 vazi

Hit) = 3 ) g,

1=1

Posledica 3 Neka je funkcija f diferencijabilna v nekoj tacki xy € intE,, E, C R}. Ako za

0gi . .
funkciju g = (g1,...,9n) : Bt — E,, E; C R}, postoje parcijalni izvodi % u tacks ty € intE,
k

za svako k= 1,m i svako i = 1,n, pri cemu je g;(to) = 2%, tada slozena funkcija h(t) = f(g(t))
ima parcijalne izvode u tacki to koji su dati izrazima

Oh(to)  ~= Of (wo) Dgi(to) —
Ot _Z ) )

Primetimo da se u prethodnim tvrdenjima uslov diferencijabilnosti funkcije f ne moze oslabiti.

Teorema 3 (INVARIJATNOST FORME PRVOG DIFERENCIJALA) Neka je funkcija f definisana na
skupu E C RY i diferencijabilna u tacki xg € intE. Ako su funkcije x;, i = 1,n, definisane na
skupu F C R} 1@ diferencijabilne u tacki ty € intF, pri cemu je xo = x(ty) = (x;(to)), tada je
slozena funkcija f(x(t)) definisana u nekoj okolini tacke to, diferencijabilna je u to @ diferencijal
te funkcije u tacki to moZe se pretstaviti u jednom od sledecih oblika

" o3t

i=1

(8) df = Z Ofa(;o)) dr;, gde je dx;=dx(ty), i=1,n.
i=1 o

Formule @ i dobijaju se na formalno isti nacin, kao sume proizvoda parcijalnih izvoda i
odgovarajuc¢ih diferencijala. Sustinski, te formule se razlikuju po tome, sto su dt; diferencijali
nezavisno promenljivih, a dzx; su diferencijali funkcija. Upravo opisano svojstvo predstavlja
invarijantnost forme prvog diferencijala.

Invarijantnost forme prvog diferencijala ¢esto se koristi pri prakticnom izracunavanju diferencijala
slozenih funkcija. Koris¢enjem formule lako se dokazuju sledece formule diferenciranja:

(i) d(Af + pg) = Mdf + pdg, A\ p€R,
(i) d(fg) = gdf + fdg,
(iti) d(f/g) = (g9df — fdg)/g*.
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PARCIJALNI IZVODI VISEG REDA

Neka je £ C R™ otvoren skup, a @ i b fiksirani vektori iz R™\{0}. Neka funkcija f: B — R
u svakoj tacki x € E ima izvod fL(x) u pravcu vektora @. Tada je f.: E — R funkcija
definisana u svim tackama skupa E.

Definicija 3 Izvod funkcije f, u tacki x € E u pravcu vektora 5, ukoliko postoji, naziva se
izvod drugog reda funkcije f u tacki z u pravcu vektora a i b 7 oznacava se sa

@) = (f2); (x).

Definicija 4 Parcijalni izvodi drugog reda funkcije f: EF — R u tacki x € E definisu se
kao fé’iej (x), gde su e; i e; elementi standardne baze prostora R™, a oznacavaju se sa

0*f(x)
8xi8x]~

fro(z), 1<i,5<m.

TiTj

Ako je i # j, parcijalne izvode nazivamo mesSovitim parcijalnim izvodima drugog reda.

Mesoviti izvodi drugog reda u opStem slucaju ne moraju biti jednaki (vidi primer sa vezbi).
Prirodno se namece pitanje odredivanja uslova pod kojim su mesoviti izvodi drugog reda jednaki.
Odgovor na ovo pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 4 Neka je funkcija f definisana na otvorenom skupu E C R™. Ako funkcija f ima
izvode fL i fé u nekoj okolini tacke x € E, gde su a,b € R™, i ako su meSoviti izvodi g i f”
neprekidne funkcije u tacki x, onda su oni jednaki u toj tacks.

Definicija 5 Neka je E C R™ otvoren skup. Ako funkcija f ima neprekidne parcijalne izvode
drugog reda na skupu E, onda za funkciju f kaZemo da je dvaput neprekidno diferencijabilna
na skupu F i to oznacavamo sa f € C*(E). O¢igledno vazi C*(E) C CY(E) C C(E).

Definicija 6 Izvod drugog reda funkcije f: F — R wu tacki x € E je matrica
2 m
(‘9@8% ij=1
Akoje f e C2E) i @=(a1,....am), b= (by,...,by), tada je
o) = Z

pa je matrica kvadratne forme koja daje drugi izvod funkcije f u tacki = u pravcu vektora @ i
b upravo drugi izvod funkcije f u tacki x.
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Definicija 7 Realna funkcija ¢ : R" — R oblika ¢(hy, ..., h,) = Z a;j hi h; je kvadratna
ij=1
forma promenljivih A4, ..., h,. Matrica A = [a;;]nxn naziva se matrica kvadratne forme.
& Kvadratna forma je:
e simetri¢na ako je a;; = a;;, za svako i,j = 1,n;

e pozitivno definitna ako je ¢(h) > 0 za svako h € R"\{0};

e negativno definitna ako je ¢(h) < 0 za svako h € R"\{0};

odredena ako je pozitivno ili negativno definitna;

neodredena ako postoji z, 2" € R, tako da vazi ¢(z) >0 i ¢(2') < 0.

Neka je E C R™ otvoren skup i neka su aj, d3, ..., d,, vektori iz R™\{0}. Pretpostavimo da je za
svako = € E odreden izvod funkcije f utacki x (n—1)-vogreda u pravcu vektora aj,ds, ..., a1
u oznaci

(n—1)
fa?,aé,... JAn—1 (l’)

Definicija 8 Izvod n-tog reda funkcije [ wu tacki v € E po pravcu vektora ai,as, ..., a, je
1zvod

n n—1
frgi.,{za,...,az(x) = (féa,@) ,an,l)ifn(x)»

goee

ukoliko postoji.

Ako su vektori a; elementi standardne baze, onda izvod n-tog reda po pravcima vektora e, ..., €;,
standardne baze prostora R™ nazivamo parcijalnim izvodom funkcije f n-tog reda po
argumentima x;,, ..., T, i1,...,4, C {1,...,m} 1 oznacavamo sa
fa?il,...,:l?in ('I) v 8 8 :
mil PR I‘Zn

Sa C"(E) oznacavamo skup funkcija ¢iji su svi parcijalni izvodi zaklju¢no do n-tog reda neprekidne
funkcije na skupu E. Ocigledno je C"(E) C ... C CY(E) C C(F).
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DIFERENCIJALI VISEG REDA

Definicija 9 Funkcija f je n-puta diferencijabilna u tacki zy = (29,...,2%) € R™ ako su
svi parcijalni izvodi zakljéno do (n — 1)-vog reda diferencijabilne funkcije u tacki xq.

Ako je f € C*(FE), E C R™, tada ima smisla razmatrati diferencijal funkcije df (z) = fi(x):

O ) = d(m i ) Soa(Zn) = (%)
- i<iax ( o, )“) = Zgiféxjaa

Poslednja suma u @D je diferencijal drugog reda funkcije f u tacki z. Zamenjujuéi a; sa
dx; , vidimo da je drugi diferencijal kvadratna forma promenljivih dx;:

(10) e =y o1

Jasno je da vazi d*f(z) = fi.(x).

aa

Induktivno se definise n-ti diferencijal funkcije f u tacki = kao d"f(z) := d(d"' f)(z) ili

...............

naravno, pod pretpostavkom da je f € C’"(E)

Za @ = (ay, ..., a,,) indukcijom se moze dokazati da je

.....

i@ =0 = Y Y,

.....

[zraz se moze prikazati kao

2
d2f = (idxl ot idxm) f.
x
Indukcijom se moze dokazati da je

d“f = (id:ﬁl + .+ ida;m) f
T
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Pretpostavimo da je funkcija f definisana na skupu £ C R™, da su funkcije x; = z;(t1, ..., 1,),
i = 1,m, definisane na skupu F, C RP, i da slozena funkcija ima smisla. Za funkcije f i a;
pretpostavimo da su dvaput neprekidno diferencijabilne na odgovaraju¢im skupovima. Na osnovu
teoreme o invarijantnosti forme prvog diferencijala je

= Of : R——
df = Z B dzr;, gde je dx;=dx;(t), i=1m.
i=1

Diferencijal drugog reda funkcije f je sada

0 = a3 ) - ij( )d 55|

7

B l; oz; 8:70] zidt,) Z axl

Iz poslednjeg izraza vidimo da diferencijal viseg reda slozene funkcije u opstem slucaju nema svo-
jstvo invarijantnosti forme. Ako su z;(t) linearne funkcije, onda diferencijali viseg reda zadzavaju
formu, jer je u tom slucaju ocigledno d*z;(t) = 0 za k > 2.

TEJLOROVA FORMULA

Teorema 5 Neka je f € C"(E), gde je E C R™ otvoren i konveksan skup. Ako je v € E 1
a € R™\ {0} wvektor za koji x+ a € E, tada postoji 6 € (0,1) tako da je

1
AF(@) = [+ a) = fa) = 3 o (@) + 1, a(z.0)
k=1

1
gde je r,_1(x,a) = —~ f™ (2 + a) a™.
n!




